ZUR CRUPPE DR EBENEN BEWEGUNGEN

Der Schauplatz der folgenden Untersuchungen ist die
euxlidische Zbene E. Die Bewegungen von E, also die Ab-
bildungen

@: E— E mit Ap Bp = AB !) fiir alle A,B € E

bilden eine Gruppe, die Bewejungsgrupps B von E.

Beispiele filir Bewegungen sind die Geradenspiegelungen.
Diese sind involutorisch, d.h. flir die Spiegelung og an
der Geraden g gilt

c; = idp , o + idg.
Die erste Gleichung 148t sich
auch als 0;1 = 0, schreiben.

Wir zeigen, daB diese
Geradenspiegelungen ein Erzeu-
gendensystem von B bilden.

Dabei wird die Eigenschaft

beniitzt, daf flir je zwei Punkte
A, Bmit A # B genau eine
Symmetrale s existiert mit
B = Aos  und ferner fiir Punkte .

C gilt:

(1) Jedes wel Zst Produkt von

hehstens drei Geraden-—

Beweis: (i} Ist ¢ = idF’ SO
. 2 . ’
setzen wir ¢ = og flir be-

liebiges g.

i) Np bezeichne das Bild von A in der Abbildung ¢. Mit 2B wird die
Distanz der Punkte & und B bezeichnet.

-
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(ii) Bei o # idE existiert ein Punkt A mit A # Ap ;
a sei die Symmetrale von A und A@. Dann gilt Aoa= Ag.

Nun ist entweder ¢ = oa oder

(iii) es existiert ein Punkt B mit Bca $# Bp , womit B % A
garantiert ist. Die Symmetrale b zu Boa und Be muB wegen
Ap B = AB = AQ Bca den Punkt A@ enthalten. Also gilt

= By. Entweder ist ¢ = o0 oder

b
¥ Cp. c sei die

Aoacb = Agp , Bcaob

(iv) es existiert ein Punkt C mit Coaob

By Co = By Ccao

Symmetrale. Wegen A¢p Co = Ao Co o,

liegen Ag@ und Bo auf c; dagegen ist Co & c.

b

Folglich gilt fir 0_0.0.* Ar— Ap , B+— Bg , C+—= Co.

b

Angenommen, es existiert ein Punkt D mit D' = Doao OC# Deo.

b
Dann miiBte die Symmetrale zu D' und D¢ mit derselben Be-

griindung wie vorhin durch die Punkte A@, B¢ und C¢ hindurch-
gehen, und dies ist aber nicht mdglich. Also bleibt ¢ = oaobac.

Das Produkt zweier Geradenspiegelungen ogoh ist bei
parallelen g, h eine Translation normal zu diesen Geraden
mit dem doppelten Normalabstand als Schiebstrecke, also
mit dem Schiebvektor 2 &E. Bei schneidenden Geraden g, h

ist dieses Produkt eine Drehung um den Schnittpunkt durch




den orientierten Winkel 24 gh

Daraus folgt unmittelbar

2 Dreispiege : = =
(2) Dreispiegelungssatsz ogchol g, = ogoh 0,0, <>
9se..rl sind parallel und es ist QB = k1 oder
<>
(g,...,l sind kopunktal und es ist X gh = X kl.

Sonderfall: Bel orthogonalen g und h ist ogoh

um den Schnittpunkt A durch 180°. Diese ist involutorisch

die Drehung

und heiBt Punktspiegelung o,- In diesem Fall ist

= -1 _
4%, = (ogoh) = 0,0, -
(3) Reduktionssatz: Jedes Pro- 91
. Po
dukt von vier Geraden- P A\ o 9
sptegelungen ist gleich- '
zeitig Produkt zweier ~ _ N N
Geradenspiegelungen. A h
3 . 7 = . t
Beweis: Sei o ogohokol : ‘ |
(i) g sei parallel zu h und péh Po,
k parallel zu 1:
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Nun ist ¢ Produkt zweier Translationen oqoh und Gkol ’

daher wieder eine Translation und in ein Produkt zweier

Geradenspiegyelungen zerlegbar.

=N

(ii) g9, h oder k, 1 seien schneidend: Nach (2) gibt es

eine Gerade o mit OgO = omoo und oO.C

=00 WOraus
h K oFn 1 WOraus

1
folgt:

A Y Ppadakto von do wmired Oosadernaneoandve b lden P
(w) L2 FPORnukte von gje 3wel werrdenaplegae lungen TLeaen eine

b
Untergruppe ven B, diz Gruppe B, der gleichsinnigen Be-
weagnngen von E.
Bewels: 6 ist abgescihlossen, d.h. (8,)7 < B,. Gleichzeitiy
: T -1 . ) _
st stets auch (o0 o ) = g g & B, , womit B als Unter-~
a b b a + +
gruppe bestdtigt ist,
wie sechen die Produkte dreiecr Geraden- P
a/
iegelungan = 0, 0. aus ? : g
splegelungan w 0,0,,0,. aus /

(i) Bei parallelen a,b,c ist o /
7/
\
3

o o . - \ A
nach {2} wieder eine Geraden- \ /

Sy
(ii} Seien a,b schneidend: Die " N e, F

\ ?m%mﬁz
rmale aus dem Schnittpunk e

o)
FIREY . . Y, SRR
{ab}) 2zu c heifle d. Nun exi- a\ 7 P,
tiert eine Gerade e mit

. RATA
o0 =0 0, , und es ist LRl
=~ e




o, - Gleichzeitig kann aber auch o o, ersetzt

¢ = Oeod d
werden durch das Produkt ofog , wobei g normal zu e und
f parallel zu e liegt. Also ist ¢ = 0,9¢0, = ogoeof und

Produkt aus einer Translation ldngs g und einer Spiegelung
an g in beliebiger Reihenfolge. Jedes solche Produkt heiBt
Gleitspiegelung an g. Die reine Spiegelung an g ist ein
Sonderfall einer Gleitspiegelung.

(iii) Bei parallelen a und b, jedoch schneidenden b und c

ist m—l = 0_09,0, von der obigen Bauart; also gilt allge-

mein

(5) Jedes Produkt @ von drei
Geradensptegelungen ist
etne Gleitspiegelung.
Die Gleitspiegelungs-
achse enthdilt die Mittel.

punkte aller Paare (A, A@).

Die Tatsache, daB jede

Gerade g Achse von genau einer

Geradenspiegelung og und jeder
Punkt A Zentrum .von genau einer
Punktspiegelung Oy ist, er-
méglicht es, die Punkte und
Geraden aus E mit diesen Spiegelungen zu identifizieren,
also als involutorische Elemente der Bewegungsgruppe B

von E aufzufassen. Aussagen iiber die gegenseitige Lage von
Punkten oder Geraden werden so zu Aussagen {iber Spiege-

lungen, wie die folgenden drei Beispiele zeigen sollen:

(6) g Zst orthogonal zu h ¢=>0goh &€ I = Menge der invo-
lutorischen Bewegungen.

Beweis: Die einzigen involutorischen Drehungen sind jene

mit dem Drehwinkel 180°. Es gibt keine involutorischen

Translationen.




A
Beweis: Wir schreiben o\ als o}ck mit k als Paralleler zu
1 <

&

{(7) A & g =0 ong I.

48
.

mit ist oAug = thkog eine Gleitspiegelung lings h.
Daher gilt
-

o & I == k=g und g 0 = 0O
v

9] -
{ A g h h!

A

- -11 - RV’ 7 -
(8) g, h, k gekaen dureh den- X
JL—

-7

P N\,

\
\
. Rest nach (2). \

Beispiel 1:

Der Beweis des folgenden Satzes zeigt, wie eine geometrische
pi

Aussage durch Rechnen mit S

ia

.egelungen beweisbar sein kann:

(9) GCegeben set ein Dreieck ABC; die Geraden a', a" durch A

Ny , 1, T 7 7 Y - . 7 - -7 S b T
selen symmetriech begiiglich der durch A gehkenden Winke

symmetruien von ABC. 4dnalog b', b" bzw. c', c" :

Nl

Q©

Gehen die Geraden a', b', c' durch einen Punkt P
{( + A,B,C) oder sind sie pcrallel, so gilt dies auch
fir a", b", c". Ist P" der gemeinsame Punkt von
a", b", c", so hetbt die Abbildung P'+=P" isogonale

Verwvandtschaft beziliglich des Dreiecks ABC.
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Beweis: Aus {2) folgt o O = O w0+ Daher gilt

b
= (e} g = (o) = Qg -
Ty 9% 1% 7 Fp» Oc9%1% r Iom %%

Mit (8) kdnnen wir ¢ = e JAREC AR S € I voraussetzen.

bl

Damit ist nun aber auch ¢_,0,,0 , = 0,0 .0 _,0 .0 € I,
a" " b" ¢ b’a' " b'" ¢c' b
denn wegen ¢ # id ist auch S £ idE ; andererseits
. - 2 _
aber ist (cbm ob) = 0,00, = idE'

Im folgenden Teil werden nun einige weitere Aufgaben und
Sdtze - auch aus der Dreiecksgeometrie - zusammengestellt,
bei welchen Bewegungen als Hilfsmittel in den Beweisen

dienen:

Beispiel 2:

Feuerwehrproblem: Die Feuerwehr muB vom Riisthaus (= Punkt F)
zum brennenden Haus (=H) fahren, aber zuvor am Bach (= Gerade g)
Wasser holen. Wie verlduft der klirzeste Weg ?

Sei X die Stelle am Bach. Da
fiir den zweiten Teil des

Weges XH = E‘EE; gilt, er-
halten wir nach der Dreiecks-
ungleichung, daB8 der Gesamt-
weg mindestens die Linge F_§3;
haben muB8. Nun ist aber auch
unmittelbar einzusehen, fiir
welchen Punkt X das Minimum

erreicht wird.

Beispiel 3:
Ein Problem vom Billardspiel:
Wie ist die Kugel vom Punkt P abzustoBien, damit sie nach

Spiegelung an den Rdndern a und b nach Q kommt ?

Sei g die (nach beiden Seiten verldngerte) Anfangsbahn der
Kugel. Dann gilt P € g, Q € go,0, = 99, folglich Qo, €g .
g ist also die Verbindungsgerade von P und QoA .
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Beispiel 4:

Nun soll ein Billardtisch in Form des spitzwinkeligen
Dreiecks ABC verwendet werden. Ist es mBglich, die Kugel so
zu stoBen, daB sie nach Spiegelung an den Dreiecksseite

a, b und ¢ wieder ihre Anfangsbahn g erreicht ?

Flr g mus JO, 0,7, = 9 gelten. g ist somit eine Fixgerade

der Bewegung @ = 0,99, Pa die drei Seiten keinen Jermeinsaman

~
a <

Punkt haben, ist ¢ nact {2} eine nichtinvolutorische Gleit-

splegalung, Deren einzige Fixgerade is: die Cleitspiegelungs-

achse. Diese verhindet die Mitten der Punktapaare ©, Co
S|

sowie A9 T, A, verbindedl aloo zwel Hohen Euidy

ey 52 - el L B s i o T NPT & S i
nogLliche gaschlossense Bann Gor gawiinzehten

mitten des Fulpunktdraiscks falien 1o drie Bokoo A, B oung O

des Ausgangsdreiecks.
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Gibt es Bahnen, die sich nach zwei Uml&dufen schlieBen ?
Flir die Anfangsbahn h mu8 h@2= h gelten. Dabei ist wz
eine Translation ldngs g, woraus als notwendige Bedingung
folgt, da8 h parallel zu g anzunehmen ist. Allerdings mu8
h hinreichend nach bei g gewdhlt werden, damit tatsdchlich
die Spiegelungsachsen a, b, ¢ in der geforderten Reihen-

folge getroffen werden.

Beispiel 5:

(10) Bei einem spitawinkeligen Ausgangsdreieck ABC ist das
FuBpunktsdreieck unter allen eingeschriebenen Drei-
ecken jenes mit dem kleinsten Umfang.

Beweis: Seien X, Y und Z die Ecken eines eingeschriebenen

Dreiecks; 2 liege auf der Seite c. Wir spiegeln 2 an den

Seiten a und b und erhalten - &hnlich wie im Beispiel 2:

XY + Y2 + ZX 2 Zo Zo. .
a D

e e s et e et e o
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die auf der Verbindungsgeraden {Zoaza“] gelegenen
(& N

r

Punkte X° wvon a und ¥' von b besteht Gleichheit. Dabel
gehen die Ceraden [2X'] und [X'Y'! durch Spiegelung an
a auseinander hervor.

yAe] geht durch o o in 2o iber. Nun ist o o die
a a b b a b

Drehung um C durch den Winkel 2y mit A ab . Also gilt

el
i

ZE;iBg = 2 CZ siny.
Die Distanz Zanob ist demnach genau dann minimal, wenn C2
minimal ist, also Z in den HShenfuBpunkt auf ¢ fdllt.
Die zugehdrigen Ecken X' und Y' sind dann gleichfalls
HoéhenfuBpunkte.
Bemerkung: Bei einem in C stumpfwinkeligen Ausgangsdreieck
fallen die auf a und b gelegenen Ecken des Dreiecks mit
minimalem Umfang mit C zusammen; das L&sungsdreieck ist

also ausgeartet.

Beispiel 6:

Ein dhnliches Minimalproblem lautet: Fir welchen Punkt T
ist die Summe der Abstdnde von den Ecken A,B,C eines Dreiecks
minimal ?

Wir beschridnken uns wieder auf ein spitzwinkeliges
Dreieck.
Sei X ein beliebiger Punkt der Ebene. Wir drehen X und C

um A durch 60° zu X1 bzw. 51 nach auflen.




Dann gilt XA = EET und XC = iﬁ;, daher nach der Dreiecks-
ungleichung

AX + BX + CX 2 §§? .
Soll fir einen Punkt X Gleichheit gelten, so muB X auf der
Geraden [BB1] liegen. Nach Anderung der Bezeichnung folgt,
daB8 X auch [CC1] angeh&ren muB.

Sei T der Schnittpunkt der Geraden [BB1] und [CC1].

Eine Drehung um A durch 60° bringt

e e it it




C, nach B und C nach B,. Daher geht T € [CC in einen

1 1 11

Punkt T, &€ [BB,] iber. Bei einem spitzwinkeligen Dreieck
1 1 El

ABC liegt T1 zwischen T und 81. Daher wird fir T das Minimum
tatsdchlich erreicht.

T liegt damit auch auf [AA1]. Der mittels dieser nach
auflen gelegten gleichseitigen Dreiecke konstruierte Punkt T

heit Toricellischer Punkt von ARC.

(11) (TORICELLI, 1659) Bei einem spiiawinkeligen Ausgangs-—
g gang
dreieck ABC ist der Toricellische Punkt T derjenige,

fir welechen TA + TB + TC minimal 1st.

Die obige Figur zeigt, daB die Verbindungsgeraden von T mit
den Punkten A, B und C durch Drehungen um 60° auseinander
hervorgehen.

Bel einem ungleichseitigen Dreieck ABC gibt es noch einen
zweiten Punkt mit dieser Winkeleigenschaft; er entsteht,
wenn die gleichseitigen Aufsatzdreiecke nach der anderen

Seite gelegt werden.

Bemerkung: Der ocbige Bewelis bleibt richtig, solange kein
Innenwinkel gr&f8er als 120° ist. Andernfalls liegt T auler-
halb des Dreiecks; der Streckenzug B’T’TT’BT ist tUber-
schlagen. Dann hat die Ecke mit dem stumpfen Innenwinkel

die geforderte Minimaleigenschaft.

Beispiel 7:

(12) Im Dreieck ABC seten a,B,yY die orientierten Innen-—
14 4

winkel, also o =4 CAB, B =4 ABC, Y =24 BCA . 5A 2e1

die Drehung um N durch 2a; analog 6B, 6,. Pann gtle

Bewels: Flir die Dreiecksceiten a, b, ¢ gilt nach (2)

5 = > = 3 5 = Y
°a 9,9 r “p 9% ' "¢ 72%

(siehe Figur auf Seite 13).




Beispiel 8:
(13) Satz von STEPHANOS (1881): Zu je drei in derselben

Ebene gelegenen gleichsinnig kongruenten Figuren Fov
FZ’ F3, die nicht alle durch Translationen auseinander

hervorgehen dirfen, gibt es eine Figur F, die zu F

1 14
F, und Fgy je sptegelbildlich liegt.




Beweis: Bs gibt eine Drehung oder Transl |
nach F2 bringt, und ebenso e¢in 623 mit F2%~» F3. Beschrin-
ken wir uns auf den Fall zweler Drehungen: 95 sel aine
Gerade, dlie heilde Drehzentren ?12 und P23 enthilt. Dann
gibt es nach (2) ein 94 und ein 9, mit

623 = ng Ug .

5 = O .
3
F, , also

12 gt “g2

Nun gilt F1Oglog2 = Fz, F26g20g3

F.o ==F20( F.,o

1751 32:: 37g3 '
und diese Bildfigur nennen wir F. Dann liegt F zu P, fir

i=1,2,3 bzgl. 95 symmetrisch.

Beispiel 9:

Jeder mit der Figur F verbundene Punkt A liefert, an g1,

o1 94 gespiegelt, drei Lagen A Az, AB' die auf die

»‘( 7
gleiche Weise mit den Figuren F?’ FZ’ F3 verknipft sind.
Gibt es Fille, wo diese Punkte auf einer gemeinsamen Ge-
raden, also kollinear liegen oder ein gleichseitiges Drei-
eck bilden ? Wir setzen voraus, daB die Spiegelungsachsen

i3 i 1 i .
91: qz, g3 ein Dreieck PIZP',BP}1 bilden:

Die Symmetrale zu A1 und A2 geht durch P12. Ist 9,5 der

Drehwinkel von & so bringt die Drehung um P12 durch

12’
den Winkel m12/2 die Gerade [P12A1} mit der Symmetralen
zur Deckung und gleichzeitig 94 nach 9, Damit sind gleiche

Winkel ablesbar, die zeigen (vgl. (9)):

P31
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(14) BZlden die Sptegelpunkte A1, 27 A3 des Punktes A
etn Dreieck, so liegt dessen Umkreismittelpunkt Al

tsogonal zu A beztiglich des von den Sntevelachsen

gebildeten Dreiecks P12P23P31

Kollineare Lage von AT’ 27 A3 setzt parallele Symmetralen

voraus. Wegen dabei auftretender gleicher Winkel folgt nach
dem Peripheriewinkelsatz

(15) Ay, Ay, Ay liegen kollinear &> A liegt auf dem

Umkreis des Dreiecks P12P23P31.

Liegen A1, 27 A3 kollinear, so auch die FuBpunkte der aus
A auf die Dreiecksseiten 95 legbaren Normalen. Damit fihrt
(15) auf die Aussage eines Satzes von WALLACE (1797).

Beachten wir schlieBlich, daB die Geraden [A A ],...

auf den Symmetralen [A P 2],... je normal stehen, SO er-
kennen wir

(16) Wird der zum Toricellischen Punkt A  tsogonale
Punkt A an den Seiten des zugrundelzegenden Dretecks

PioPos P34 QespzegeZt §0 entsteht ein gleichseitiges

Dreieck A1A2A3 .
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